Prom. Nr. 3772 ' -

Analytische Storungstheorie
im Dreikorperproblem mit Hilfe von
regularisierenden Variablen

Von der
EIDGENOSSISCHEN TECHNISCHEN
HOCHSCHULE IN ZURICH

zur Erlangung
der Wiirde eines Doktors der Mathematik

genehmigte
PROMOTIONSARBEIT

vorgelegt von

MAX ROSSLER

dipl. Math. ETH
von St. Gallen-Tablat

Referent: Herr Prof. Dr. E. Stiefel
Korreferent: Herr Prof. Dr. H. Rutishauser

Juris Druck + Verlag Ziirich
1966



Meinen Eltern

in Dankbarkeit gewidmet




VORWORT

Die in der klassischen Himmelsmechanik benutzten Reihenentwicklungen
der Stsrungen setzen fast immer kleine Exzentrizitdten voraus. Die Bahnen von
kunstlichen Himmelsksrpern sind dagegen oft stark exzentrisch und ksnnen sogar
Kollisionsbahnen sein. Herr Prof. Dr. E. Stiefel hat mich doher angeregt, zu
untersuchen, wie mit Hilfe der Einfihrung von regularisierenden Variablen ouch
fur grosse Exzentrizitdten brauchbare Reihenentwicklungen konstruiert werden
ksnnen.

lch mschte an dieser Stelle Herrn Prof. Stiefel herzlich danken; seine
positive Kritik und seine zohlreichen wertvollen Ratschisge haben das gute Ge-
lingen dieser Arbeit erst ermsglicht. Ebenso bin ich Herrn Professor Dr.

H. Rutishauser sehr dankbar fur das Interesse, dos er der Arbeit engegen-
gebracht hat. Schliesslich gilt mein Dank dem Rechenzentrum der ETH fur die

Ermsglichung der Benutzung der Rechenanlage.
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EINLEITUNG

Die vorliegende Arbeit behandelt die analytische Storungstheorie im
réumlichen Dreikorperproblem auf Grund der Regularisierungsmethoden, die
P. Kustaanheimo und E. Stiefel in [1] * entwickelt haben. Wie in |
der klassischen Theorie erscheint die Losung als Fouriersche Doppelreihe, wobei
die beiden Argumente die Stellungen von Mobil und Storktrper in ihren unge-
storten Keplerbewegungen fixieren,

Im ersten Teil wird die Regularisierung kurz hergeleitet und angepasst an
unsere besondern BedUrfnisse. Der zweite Teil enthult die Beschreibung der
Entwicklung der Storungsterme unter Verwendung von Variablen, die schon von
Hansen [2] vorgeschlagen wurden. Konvergenzbetrachtungen zeigen, dass
die Entwicklungen auch fur stark exzentrische Bahnen gut konvergieren, im
GCegensatz zu den in der klassischen Theorie Ublichen Eniwickiungen nach den
mittleren Anomalien. Insbesondere gestattet die Regularisierungsmethode auch
die analytische Erfassung von Kollisionsbahnen; die bisherigen Theorien ein-

schliesslich der Hansenschen Methode konnten dies nicht leisten**,

* Die Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis.

** Es ist jedoch zu bemerken, dass die analytische Methode von Encke
{siehe Enyklopddie d. math, Wiss., Vi, 2, A, S. 777) bei Verwendung der

exzentrischen Anomalie als unabhiingige Varicble die analytische Storungs-

theorie von Kollisionsbahnen auch erlouben wiirde. Sie hat jedoch zwei
genitber unseren Methoden, Erstens missen die Bewegungs-
gleichungen linearisiert werden, und zweitens haben die entstehenden
linearen Differentialgleichungen Singularitdten (obwohl alle ihre Lssungen
reguldr sind). Die Anzahl der Integrationen ist bei dieser modifizierten

Encke -Methode dieselbe wie bei uns.
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Der dritte Teil behandelt die numerischen Erfahrungen an Hand von Bei-
spielen, die auf einer Rechenanlage CDC 1604 A gerechnet wurden. Ein Vergleich
mit der Theorie von Leveau [3] fur die Storung des Planetoiden Vesta durch

Jupiter zeigt gute Uebereinstimmung.
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l. ANALYTISCHE STOERUNGSTHEORIE AUF GRUND DER METHODE
DER REGULARISIERUNG

1.1. Problemstellung

Wir betrachten drei Punkimassen, einen Zentralktrper mit der Masse M ,
ein Mobil mit verschwindender Masse und einen Storktrper der Masse m' ,
die sich nach dem Newtonschen Gravitationsgesetz im Raum bewegen. Der Ein-
fluss des Storktrpers auf die Bewegung des Mobils sei so klein, doss Storungs-
rechnung sinnvoll ist.

Der Zentralktrper sei dauernd im Ursprung eines rechtwinkligen Koordinaten-
systems x, Y, Z , dos sich gegenUber einem Inertialsystem nur translatorisch
bewegt. Der Stérkdrper sei zur Zeit t= 0 durch seine Anfangslage (X, , Yo , 2 )
und Anfangsgeschwindigkeit (%o ) 3.‘, Zo4) gegeben, analog das Mobil durch
(Xo, Yo ,Zo) und (%o, Yo Zs) - Wenn wir die Masseinheiten so wihlen, dass
die Gravitationskonstante k = 1 wird, erhalten wir fur die Differentialgleichungen

unseres Dreiktrperproblems

.o M - . -.— - ! -}
T = -5 r-m (lL.I'._—Tr'P -+ —:‘-—3) , )
il @

Dabei bezeichnen ¥ =(x,y,z) den Radiusvektor des Mobils, r =|¥| den Ab-
stand Mobil ~Zentralkérper, ¥'= (x', y',z') den Radiusvektor des Storkorpers, r'= 7
dessen Abstand vom Zentraiktrper, ein Punkt die Ableitung nach der Zeit t .

Das Storungsgliied in den Gleichungen (1) kann von einem zeitabhéingigen

Potential V abgeleitet werden; es ist nimlich




- 12 -
I.2. Regularisierung

Um auch Mobilbahnen, die in die Nthe des Zentralksrpers gelangen
oder einen Stoss mit diesem enthalten, ohne Schwierigkeiten behandeln zu
k&nnen, transformieren wir in den Gleichungen (1) die Variablen t,x,y,z
auf regularisierende Variable E, u,,U,, Uz, Uy, und zwar in Anlehnung an [

durch die Definition

2
X = uUl-ul- uy +u
y = 2 (uu - uyu,)

z o= 2 (u,uy+ uyuy) )

R (E ) e

dt

wobei
2 2 E Y a
r = Yx1+g‘+z‘ = Ug+ Ug+ Uy + U,

ist, Da die Zahl der neuen Variablen um 1 grosser ist als die der alten, ist die
Transformation (4) nicht eindeutig, sondern enthdlt noch einen Freiheitsgrad.
Die in der letzten Gleichung von (4) angeschriebene Zeittransformation ist, wie
wir spdter sehen werden, nicht immer ausfUhrbar; vorldufig wollen wir einfach
formal damit rechnen.

Wir zeigen, dass mit (4) die Bewegungsgleichungen (1) in die 4 Differential ~

gleichungen Ubergehen

d"u; 4 . —

P
4 % dy; |\ WV a;“ava.)
m(ﬁ*“]};('a%‘) )'('E‘;*‘*Z%'j_‘aqdé , ®)
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Den Beweis von (5) fuhrt man am einfachsten mit Hilfe der Lagrangeschen

Bewegungsgleichungen

M)
4 13TV 3T _ R W
at | 3&;} T dw du; du; ! (i=1234), (6)

wobei die kinetische Energie | , -bri und V in Funktion der u; , u;

ausgedrickt werden mussen. In [1] wird namlich gezeigt, dass man die
Technik der Lagrangeschen Gleichungen anwenden kann, obwohl 4 Lage-

koordinaten u.

; eingefuhrt werden.

Mittels (4) erhdlt man

aF) | _ 2m

Bu; r2

U; )

T=3(2+ Fes) = 2 [(uiy-uing - updy s ucind)”

2 . . . . (2
+ (uquz.'*uzu-c"' Uy Uy - Uu.ug) +(u4ul+ U Uy + Ually + Uy Uy ) ] .

Verwendet man die Freiheit in der Wahl der u; dazu, die Nebenbedingung

Uy Uy = Uglly + Uplly =~ Wu, = 0 7)

zu erfullen, so erhdlt man

. -2 »2 -2
T=2r(@2viisifeul)
r ist als AbkUrzung fur uy+ug+ us+ug zu verstehen,

Damit wird (6)

f(tmx;) - bw (Weudeigv ) = - 2y *‘aa%; - ®
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Nun transformieren wir noch die Zeit

- S L .4
N PTCE =75

setzen kurz

L&) = 7

und erhalten so aus (8) sukzessive

r(V)P? dE*  rVT dE\YT r3 (V) ¥: Iu;
dlu; , 4 - d (4 )\dy r 1 9V
E o+ =V E{E) R O )
Nun ist
du; (d*u 4
roA () = > R+t
dE \V™ du; \* )
o+ 2 (%)

wenn man dies in (9) einsetzt, sieht man, dass auf beiden Seiten der Gleichun-
du; + — u; auftreten, Um nach diesen Ausdrucken aufzu-

El
lssen, multiplizieren wir (9) mit i‘é und summieren Uber i ; die dann

gen Ausdricke
d*uw; s
entstehende Gleichung wird nach Z (dE‘ -,;u) aufgeltst

2
R L L
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(10) in v-‘dd—E(Vi"-) von (9) eingesetzt ergibt genau die Gleichungen (5), welche
damit bewiesen sind.

Obwohl die Storkorperbahn kleine Exzentrizitit besitzen soll und somit
keine Notwendigkeit der Regularisierung besteht, tronsformieren wir der Ein-
heitlichkeit halber auch die Stérkorper~Variablen analog zu (4) auf neue
Variable E|, u, u, ,U; Uy

2 2 12 2
X' = ou o~ Uy - ou o
y = 2(wu - uyu)

(1
2= 2(wWuy + u; uy)

R =R

Da auf den Storkérper keine Storkriifte wirken, verschwinden die rechten Seiten
der transformierten Bewegungsgleichungen

d'u}

aer +

% w o= 0 , (li=12334) . (12)
Durch die Transformationen (4), (11) sind die Singularittiten T= o, 7'=0
der urspringlichen Bewegungsgleichungen wegtransformiert worden; (5) und (12)
sind vtllig reguldr im Ursprung.
Zur Transformation der Bewegungsgleichungen gehtrt die Transformation
der Anfangswerte. Wir behaupten, dass sich die Anfangswerte im Raum der u;

folgendermassen berechnen lassen.

Falls x,3 0 : u4°=\‘_"ﬂ! , u‘og_g'_u‘“ , u3°=—z’—L“ Ueo= 0,
2 Yoo !

falls x, < 0: Uy = ' r.2-. e | U= Jethe Uyo = Zelse U= 0

(13)



Uy UYUro Yy >.<°
(i\é‘) - 1 . “Uze Uy, uuo. g° - (14)
3 v -2 52) |- -u U“,
° ZY_FE&—(X:".B'*.Z") Ujo wo 2.

Uyo -Uyp Uqe
(13) bestdtigt man leicht durch Einsetzen in (4). (14) erhdlt man so:

dug _(_3&)..0‘_?. =(§B_~').T?'-ﬁ
dE |37/ TdE 3% dE

du: v
Die Funktionalmatrix ('3—:1') berechnen wir aus (%ﬁ) . Nach (4) ist
u, -u, - U, U,
(bi’ = 2|u u, U, -uy 15
bu; : ‘ ( )
Uy U, Wy, U,

du;
Definiert man nun (S%';) bis auf den Faktor -“_i;- als die Transponierte von
(2—&) , so folgt wegen der Orthogonalitit der Matrix (15) nach Zeilen

tatsdchlich

.
i
£|w
S
——
o)
u|£
o
o o >
o A 0
A O O

die Berechtigung fur dieses Vorgehen wird in [1] in allen Einzelheiten nach-
gewiesen. Damit wird

—_— = =

“Uy ~Uy Y, H ) (]6)

(16) erfullt auch die Nebenbedingung (7).




]

o= YRS a7

stehen noch Ableitungen der u; nach E . Um diese zu eliminieren, bilden

wir die Summe der Quadrate der Gleichungen (16)
ST(g8) = FlE + ST ) (e uieud)-feregres)
und [8sen nach Z(:—:f)tauf

T (La) = rlkeynd) - (18)

8M — br (x*gtezt)

(18) setzen wir in (17) und (17) in (16) ein und erhalten so, wenn wir Uberall
noch den Index O hinzufugen, die zu beweisenden Gleichungen (14),

Wenn

2M (e gtezt) = 0 1)

ist, wird 44 nendlich, Wegen (16) werden dann auch -g-tE- und, da der
Ausdruck -‘{- -I-Z(%'Ej)z dort als Faktor auftritt, die rechten Seiten der Differen~
tialgleichungen (5) unendlich, Die Zeittransformation in (4) ist daher nur zu-
lassig, wenn (19) nicht erfullt ist. Die linke Seite von (19) ist gleich der
reziproken grossen Halbachse der Bahn, wie aus der klassischen Theorie der
Kepler~Bewegung folgt; wir kdinnen also cuch sogen, dass die Zeittransforma~
tion nur zuldssig ist, solange die Halbachse nicht unendlich wird, d.h. die
Bahn eine Parabel ist. Wir wollen uns im folgenden auf nichtparabolische
Bahnen beschrinken.

Fur den Storktrper gehen die Rechnungen ganz analog; es sind einfach

alle auftretenden Grtssen ausser M und t mit Strichen zu versehen; statt

M ist M+wm' zu setzen.
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1.3. Bewegung des Stdrkdrpers

(12) lasst sich leicht 18sen. Wir setzen an

U = ol cos% + (3;l Siﬂ% o (i=12,3,4) (20)
. 1 1 . { é&;
Die Konstanten o; , P; erhdlt man aus u;, , (dE')a
. ! t
oL = W cos—Ez-‘! - 2.(%%’.). an'i—' )
(i=1.2,3,4) (21

! . E' du;' EI
Uip sin 22 + Z(E)" cos 5*

B
Dabei ist E; = E'(t=0) noch frei wihlbar, da E' in (12) nur differentiell
E'=0 im Perizentrum der Bahn

mit 1t verbunden ist. Wir widhlen es so, dass

ist; es soll also sein

dr' o d(EZu?)
dE' dE'

= -AE [1‘2-(204”‘4- Z{}'l) ():u;’- Z(Ri't)-cos E'+> o P;~sin El]

= —i(Zu!’—Z@:“)'sinE'+Z«5Pz"C°SE‘ =0 ,

L e (T T cos B~ S sin €' > O

for E'=0 , woraus folgt

Swp -0, Earezpr @)

iz4 - !

Aus (22) ergibt sich mittels (21)

]
E, = arctan ™
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Es ist jener Zweig des arctan zu nehmen, welcher beim Einsetzen in (21)
Zec;"' < ZP;’L ergibt.
Nachdem o', P;' bestimmt sind, lossen sich die Koordinaten x' y' z'

JR S b JU ] ' rt
erecimen, 4ui oésnimmung aer zu C

@

gehtrigen Zeit t integrieren wir die letzte Gleichung von (11)

El
2 ‘ du; 2y
t= ! Ve (5 +ZEeP) @ ()
Die Wurzel in (23) ist konstant; das zeigt folgender Beweis

r' = Zu;t

%(Z o+ Z )+ %(Zu;”- = P;") cos E' |

Z(%‘E‘-E)z = [4(Euit+Zp) - 3 (T2 cosE]

Vi £+ Z(E8)) =Y (T +Zp) = comst.
Daher wird aus (23)

t= EIE-;- [(Z “2=+ZP21)+ (z“id—zpaa)'cos E']V" dE'

t= (&;Z—ﬂ‘u)%-(M+m')-%[(E'~E.')+%::§%‘;(sinE'-sinE;)]. (24)

Der Vergleich von (24) mit der klassischen Keplerschen Gleichung

L;.':\“ S E|- e'~$inE‘—(E.'-e'.sinE°')

- ! . . 3 . -
wobei B die exzentrische Anomalie, a' die grosse Halbachse, e' die
Exzentrizitit bezeichnen, kldrt die Bedeutung einiger unserer Variablen. Die
regularisierende Zeit E' ist nichts anderes als die exzentrische Anomalie,

ferner ist
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a' - ZOL"1+ZEII1
2 }

ea = -Za(;" -+ Z @;":.
2ot +2 (3

t
Damit ist die Bewegung des Storkérpers bestimmt. Die Konstanten o' , (3;

kdnnen wir als die Bahnelemente der Storkorperbahn bezeichnen, analog den

6 Keplerschen Elementen.

[.4. Bewegung des Mobils. Stérungsdifferentialgleichungen

Die Bewegung des Mobils als Lésung von (5) spalten wir auf in eine un-
gestorte Bewegung, die durch Nullsetzen der rechten Seiten von (5) entsteht,

d.h, den Differentialgleichungen

40 4 — .
R . = =4 25
=+ O , [(i=412,34) (25)

genigt, und eine Stérung, die durch die rechten Seiten von (5) entsteht. Wir
wenden im folgenden fur irgend eine Grisse g , die mit dem Mobil in Zu-

sammenhang steht, die Bezeichnungen 9, § , Ag an mit
g =9g+4Ag . (26)

g  bezeichnet den gestorten Wert, d.h. den Wert aus (5), § den unge-
storten Wert, d.h. den Wert aus (25), A g die Stérung.
Da (25) dasselbe Differentialgleichungssystem ist wie (12), lassen sich die

Resultate von 1.3. Ubertragen. Man erhdlt daher

T = E ~ .. E ,
Ui = o cos 3 + (-sing (i=12,34%) |, (27)
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wobei
=, = Wi cos Ee (d—‘ﬁ)-sing!
A o 2 dE o 2 !
i = ui sin 'Ei! + 2(%‘;—‘).‘:05% , (28)
duy;
E, = arctan 2_ e (?%L
du;\2 4 ,
Z -a%-)o—zzu-:

(es ist jener Zweig des arctan zu nehmen, fur den

&g 2 F;z ist) ,

t= (I;};—XE_‘) M [(E_ E.)+ %%_%‘; (sinE- sinE,)]. (29)

E ist die exzentrische Anomalie der fir t=0 oskulierenden ungestorten
Mobilbahn, und die grosse Halbachse @ und die Exzentrizitit € sind ge-
geben durch

ol
I

__2__ ' (30)

T = T+ 2R
pI-AED Wl

(31

In den regularisierenden Koordinaten kann auch der Abschuss des Mobils vom

Zentralkérper behandelt werden. Wegen der unendlichen Anfangsgeschwindigkeit

versagen dann aber die Formeln (14) fur die Berechnung der (i-%)’ Es ist

zweckmissig, in diesem Fall als Ersotz fur die Anfangsgeschwindigkeit die
Koordinaten (YA \ g‘ ,iA) des Apozentrums der ungestorten Bahn vorzugeben.
Dieses Verfahren empfiehlt sich auch, wenn das Mobil ganz in der Nche des

Zentralkérpers mit sehr grosser Geschwindigkeit abgeschossen wird, da die Be-

rechnung der (%‘é‘)o nach (14) wegen der Stellenausléschung im Ausdruck

-7"_—M - (%2+y2+23) dann ungenau wird.
o
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Die W;s berechnet man analog zu (13), indem dort tberall der Index O
durch den Index A ersetzt wird. Wenn man berUcksichtigt, dass im Apozentrum

E =T ist, erhdlt man aus (27)

Ujg = o4 - cos%’ + E;-sin%’ )
a:A = (;‘ )
und daraus
—_ 4 . — . E
u.-@(u., “iA"‘nf), .
(i=1,2,3,4)
f3a = Uy )

wobei E, wie vorher aus der Bedingung Zi;ﬁ-= 0 berechnet werden
kann
E, = 2 arcsin 2 Uiothia
@i
Wir wenden uns nun den Gleichungen (5) zu. Nach (26) werden die Lo-

sungen so angesetzt

W o= U+ Au.- = (&}-&-Aq;)cos%+(§;+Ap;)sin% . (32)

Ao(.‘,Aﬁ; sind die Stérungen, die die Elemente o, P; durch den Stor-
korper erleiden, Die Differentialgleichungen fir Au;,AP; sind leicht herzu-

leiten. Wir gehen von (5) aus, wobei wir die rechten Seiten abkirzend mit E

bezeichnen

d*u; + 4

T T (i=4,2,34) . (33)

i ]




(32) in (33) eingesetzt ergibt

A{— = . E P dAB;
-T'(u; COS%-FP'.SMI\)- %"-‘* sm-i— + dAEB cos%—

dgﬂu A A A4~ E a .
+ T s—i+ dE sun5_-+-¢(u;cos5_-+p;sm§i) = E '

dde; . *AR:
- dE“ s'n‘i' +—£'C°$z dA“COSz+d.—dAEE=Sin§i= F‘

mit den Ldsungen

d(TA{;‘—‘=—2Esin-§: , -‘-‘%—‘:ﬁcos%— , (34)

wie man durch Einsetzen leicht bestitigt.

Die rechten Seiten von (34) sind abhiingig von den ungestérten Grissen, von
Ao, A'?l ,(i=4,2,3,&), vont und von der unabhtingigen Variablen E .
Das sieht man aus (32), (4), (11), (24), (3), (5) und der Formel

% -3 i (& +Au.)sm-— 2([3+A{3)cos- ; (35)
wegen (34) ist namlich ddAE“ cos = +'&T5E smsao und daher éd—ué‘ unab-
héngig von -——-d’f;‘ , d:‘ s,

Der in den F. auftretende Faktor T';--'—Z(‘:—:‘z lasst sich einfacher

S

schreiben, (32) und (35) ergeben

T+ Z(5) = F[Z@«aa) +Z(Fenp))
Im folgenden wird die Grosse

= 4 [T (F+Ax) +Z(FE+20)] (36)
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eine grosse Rolle spielen; wir wollen sie "grosse Halbachse" nennen, da man
zeigen kann, dass sie die grosse Halbachse der oskulierenden Keplerbahn ist,
Da wir aber von dieser Eigenschaft keinen Gebrauch machen wollen, ist unter
"Halbachse" a immer die rechte Seite von (36) zu verstehen.

Wegen der Abhingigkeit der rechten Seiten von (34) von der Zeit
t =T+ At mussen wir zu (34) noch die Differentialgleichung

e -l I - £-rE -4

hinzunehmen, wo fur t der Ausdruck (29) einzusetzen ist. Damit erhalten

wir ein vollstdndiges System von 9 Differentialgleichungen 1. Ordnung fur die
Elementenstsrungen Au;,Aﬁ; i=4,2,3,4) und die Zeitstorung At

d __a [ 3V du; <3V d . E

g€ Do = 2_M(ra_u';+‘+dE,ZﬂAu{, d‘é’)-smi,

4 v ‘W du . (i=4,2,3,4)

d Ap - a i dw g+ 3V dy

i 0B e RERTR) oE, (37)
3 4

aéE‘At = r % - atM?* (4-&cosE)

mit den Anfangsbedingungen

Aw; =0,
AB: =0 ({=4.2,3,4)

:

At = 0.
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1. ENTWICKLUNG DER STOERUNGSTERME
11.1. Untersuchung der Stbrungsterme

Hier befassen wir uns mit dem Differentialgleichungssystem (37); unter
Storungstermen verstehen wir im folgenden immer die rechten Seiten dieser
Differentialgleichungen. (37) kann numerisch, z.B. nach Runge-Kutta, oder
analytisch, d.h. durch Reihenentwicklungen der Storungsterme und deren analy-
tische Integration, integriert werden. Die erste Methode wurde ausgefuhrt in

[4] ; die Genavigkeit héingt ab von den Anfangsbedingungen, der Ordnung
des Verfahrens, der Schrittweite, den Rundungsfehlern. Die zweite Methode soll
hier behandelt werden,

Bis jetzt haben wir nur parabolische Mobilbahnen ausgeschlossen, d.h. auch
hyperbolische zugelassen (falls E komplexe Werte annimmt). Wir wollen uns
nun aber auf elliptische Bahnen beschrinken; E und die Elemente o, f3;
(i=1.2,3,4) sind dann reell, wihrend sie fur hyperbolische Bahnen imaginér wer-
den. Fur die Konvergenz von Reihenentwicklungen sind die Singularitdten mass-
gebend, Leider hat (37) trotz der Regularisierung noch Singularitéiten. Wohl ist
ein Zusammenstoss Mobil -Zentralkdrper nicht mehr singuldr, bei einem Zusam-
menstoss Mobil -Storkorper, d.h, T= 7', dagegen werden V und domit die
Stérungsterme unendlich. Die Gleichung fur die Zeitstorung hat einen Ver-
zweigungspunkt, wenn der Ausdruck unter der Wurzel O wird. Damit sich
diese Singularitdten nicht storend auswirken, wollen wir einschriinkende An-
nahmen treffen, indem die Entfernung des Mobils vom Storkérper und die grosse
Halbachse a der Mobilbohn fur alie Zeiten oberhalb von gewissen unteren
Schranken d,, 51 bleiben sollen. Fur reelle E sind dann die ersten 8 Storungs-~
terme von (37) beschrinkt, und der Ausdruck unter der Wurzel im 9. Storungs-
term ist grosser als % . Alle Singularitaten E, , (k=42,... ) liegen daher
ausserhalb eines Streifens der positiven Breite 2 €(§,,8,) ldngs der reellen
Achse der E -Ebene.
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Fig. 1

Das Differentialgleichungssystem (37) ist unter diesen Annahmen also reguldr
im Streifen von Fig. 1.

Die Grosse von € schidtzen wir an Hand eines Beispiels grob ab. Mobil
und Stérkérper sollen sich auf Kreisen mit den Radien r bzw. r' in der-
selben Ebene um den Zentralkorper bewegen:, die Stérung der Mobilbahn durch
den Storkorper wird vernachldssigt, sodass a konstant bleibt und die Wurzel

im 9, Stérungsterm also nicht verschwindet, Es ist

u4=F.cos% , u,=Y7~s‘m-Ei , U=0, u,=0 ,
t 1
u, =Tr—‘-cos%_- . u;=W~sin% , uz=0, u,=0

Der Zusammenhang zwischen E und E' ist gegeben durch

Sl

(M-‘-m')% E
M /Bt j

E' = (%)

c st eine reelle Konstante, die sich aus den Anfangsbedingungen ergibt.

(37) wird singuldr, wenn

(x-x)V'+(y-y¢g) =0
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oder, anders geschrieben, x % iy = x'*iy' ist. Mit

X = uy~u, = r-cosE

i
u = 2uu = r sinkE

und entsprechendem fUr den Storkorper erhdlt man

Wenn ¢ variiert, lduft E  auf einer Parallelen zur reellen Achse.

logr - logr'
1- (&) (n*_'"_)i

r ™M

E=|Im(E) =

Fur ein typisches Storungsproblem ist entweder r ~ ¢' ( ~ habe die Be-

deutung "in der Grossenordnung von"), m' « M (Planetenprobleme), damit

4 - L
~|_-

oder es ist r <« r' (Mondprobleme),
rl
£ ~ log +

Eine Entwicklung der Sttrungen in gewdhnliche Potenzreihen nach E um
einen Punkt der reellen Achse herum konvergiert nur fir [E|<€ und ist des-
halb hochstens brauchbar, wenn r « r' ist und die Bewegung des Mobils nur
fur kurze Zeit betrachtet wird.

Nach K. Sundman [5] und H. Poincaré kann der Streifen

von Fig. 1 durch die konforme Abbildung

2¢€ 1+F
E=T":"logq—:—F— (38)
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auf den Einheitskreis abgebildet werden. Entwickelt man nun in Potenzreihen
nach F , so erhélt man eine fur alle Zeiten konvergente Darstellung der Be-
wegung des Mobils, da E—+ oo fur t — oo. Wie aber D. Belorizky (6]
am Beispiel des Lagrange ~Dreiecks gezeigt hat, besitzt die Transformation
(38) im allgemeinen nur theoretische Bedeutung; die Konvergenz ist ndmlich
auch fur relativ kleine E  bereits so schlecht, dass man viel zu viele Glie-

der mitnehmen musste.
11.2. Entwicklung in Fourierreihen

Da bisher keine praktisch anwendbare Entwicklung der Storungen bekannt
ist, die fUr alle Zeiten konvergiert, geht das Bestreben dahin, eine zwar nur
in einem endlichen Bereich -E,, < E<E.,, konvergente Entwickiung zu
konstruieren, die dafir ober in diesem Bereich rasch konvergiert. Eine solche
Entwicklung soll im folgenden dargestellt werden. Sie macht sich, wie fast alle
analytischen Stérungsrechnungen der Himmelsmechanik (vgl. [7] ), die Periodizi-
tdtseigenschaften der Stérungen zunutze,

Wir bezeichnen die Storungsterme in (37) mit

ﬁ,=f.‘(Ao<4,Aa,,Aa.,Au,.A@,,Aﬁ,,Ap,,Ap“At,E), (k=4,2,....9) .

Unser Differentialgleichungssystem (37) ldsst sich dann schreiben

2 Aoty = fulbs, - AP, AL E)

LAy = fi 8wy, ., AR, ALE)

(39)
L AR = flbes, ..., AR, ME)
4 At = f, (M., .. AR, % ,E)
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Das Zeichen # in fg soll andeuten, dass fs  unabhéngig von At
ist; das stellt man in (37) leicht fest.

Nun denken wir uns die f, , (k=1,...,9) in Maclaurin-Reihen nach
den Storungen Ao, AB: At entwickelt, Zur Vereinfachung der Schreibweise

fuhren wir dabei die Bezeichnung A= (A, Ay) = (Baa, ..., AR, At)

ein. Es ist dann

A = 2 M A:Q;
LRI = (T s AN
(k=4....8) (40)
4 £
'y _ Ay . s A d;
ha.E) - AR at ey N A

4

Die Vereinfachungen fur f,{A,E) ergeben sich, weil f,(b’,e) =0 und
f, unabhingig von At st
Nun losen wir (39) durch ein iteratives Verfahren. Zuntchst setzen wir
fur fk(K,E) , (k=1,...,8) dos nur von E abhiingige Glied fk(a, E)
der Entwicklung (40) ein. Durch Integration von fk(6,E) erhalten wir eine
erste Approximation der Elementenstrungen Ao, AB:, (i=1,2,3,¢), die wir

mit dem Index 1 versehen und als Storungen 1. Ordnung bezeichnen

A), = Effk(ﬁ,E) dE , (k=1,...8) . (41)

Daraus berechnen wir eine erste Approximation der Zeitstérung, indem wir in
der Entwicklung (40) von fg nur die in A, linecren Glieder berucksichtigen
und fur die Ak , (k=4,...,3) die eben berechneten (Ak)1 einsetzen

2 af
(A9)4 = !.‘z:—; %X,. 2=3 '(Ai)4 dE . (42)

Nun beriicksichtigen wir die linearen Glieder in der Entwicklung der f |

(k=1,... ,9) und bezeichnen die daraus berechneten Korrekturen als Stérungen
2, Ordnung
3
3f
B, = | 7 Stlas (8D dE (ko4

1A [N LI

8) . ()
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Die Stsrungen 2, Ordnung in den linearen und die Stérungen 1, Ordnung in

den quadratischen Gliedern von fg bestimmen die Zeitstsrung 2. Ordnung

23 . 8 a2
(83)= &30 5 0 2 2 i s 0000 )

ED
Der allgemeine Schritt von den Stsrungen (n-4)-ter Ordnung auf die Stsrun-

gen n -ter Ordnung lautet formelmdssig

9 i ) gih n-2
(&), = Ef(; TA;‘H R P v PP MU N CH N
4 2 »Y
n- ! rree s e =43Ai.m ;Ac 4 K‘=8‘ (A.")1' o (Ai...4)4 )dE )
(k=42,...,8), (45)
4 of L] PR n-4
(b= [ (238, 5 (000 2 3530 5.0 & A e
4 L ",
i T g (A (AL, ) dE

Mit diesem lterationsverfahren erhdlt man die Lssung von (39) als Reihe

A= (A, + (D) + By le=t8). 9)
Die einzelnen Reihenglieder (Ak),‘ sind in (41), (42), (43), (44), (45) als
Integrale gegeben; es handelt sich also darum, diese Integrale auszurechnen. Ausser
in speziellen Fallen ist dies analytisch nur méglich durch Reihenentwickliung der
Integranden, .

Die an der Stelle K’é genommenen Ausdricke fk‘%fli ) ;—A_;_%Zj poeee
(k-4|...,g) sind nur von der unabhingigen Variablen E  abhdngig. Man kann
sie aber auch als Funktionen von E und der Storkorpervariablen E' —auf-
fassen, wenn man E' auch als unabhingige Variable ansieht und erst spiter
berUcksichtigt, dass E' abhéngig ist von E . Wir behaupten nun, dass diese

Ausdricke sowohl periodisch sind in E  als auch in E' mit der Periode 2T ,

d.h. in Fourierreihen der Form
o0 iimE+nE" 2 . 1
S A €)= g, cis(ME+NnE") (47)

mar-00 m,n=-e0




entwickelt werden ksnnen, wobei wir im folgenden die rechts stehende Schreib-

weise verwenden werden,
Zum Beweis, der wegen des Aufiretens der Winkelargumente %— und

%—| nichi trivial ist, schaven wir uns die Sibrungsierme in (37) genauver an.
M, <, P-; , (i=4,2,3,&) sind Konstanten, E kommt explizit nur
in der Form sin% und cos—i— vor, u; und d—‘é—* sind von der Form

, wo a, b noch von A«;, A[?; , {i=4,2,3,%) abhingig

%_\u_/ . wegen

i E [3
a-sing+b.cosz
sind, W' ist in (20) angeschrieben; ferner ist r = 3 ut und

V. _ gradV-(gé) =2.grodV- U, WU -u, ~Uy
* u

3

bu;
mit gradV  aus (3) eine Funktion der wu; und u;' , (i=4,2,2,%). Somit ist
zuntichst klar, dass die Stdrungsterme fi . (k=4,....8) in Fourierreihen der Form
+ 0O . 13 El )
S bmn(Aa,, ... OB cis(mz+ng (48)
mmnz-o0

entwickelt werden konnen.
Fur das weitere ist ein Hilfssatz Uber gewthnliche Fourierreihen nutzlich.

Seien Fourierreihen f,,(x),gv(x) gegeben. Die fl..(x) seien von der Form

;,-fo"‘ cis(kx) , mit fua=0 for k ganz, (49)

die gy (¥)
(50)

> Qi cis(kx) ,  mit gy, =0 fur k gonz.
k=-o0 : (

Dann gilt:
a) Das Produkt zweier Fourierreihen der Form (49) ist eine Fourierreihe der

Form (50): ﬂ(x) : f,(x) = g,(x) .
b) Das Produkt einer Fourierreihe der Form (49) mit einer Reihe der Form (50)

f4(x)' 94()‘) = f:.(x) .

ist eine Fourierreihe der Form (49):
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c) Eine Funktion von Fourierreihen der Form (50) ist wieder eine Fourierreihe
der Form (50):
F (30, 92(x), - 1 alX) = Gpalx) -

Beweise:

a) 1, (x) - fa(x) = (%fw cis(kx))(Lqucis(lx)) =:Z(§f1,‘f,'j,h)cis(jx):iz'g,jcis(jx).

Fur j ungerade ist fq, 'fz.j-h = 0 , denn fur h gerade ist f,, = O und

fur h ungerade ist fz.j-u =0 ; somit ist g,5=0 fur j ungerade, q.e.d.

b) ﬂ(x).g‘(x)=52(§f4h9‘.j_h) cis(jx) = Xfa cis(jx) . For j gerade ist
fﬂ\g‘d_h =0 , denn fur h gerade ist f“=0 und fur h ungerade
Gujon =0 ; somit ;=0 fur j gerade, g.e.d.

c) Da die g,, =0 sind fur | ungerade, sind 94(x),...,g,(x) periodisch in (2x)
mit der Periode 2T (d.h. periodisch in x mit der Periode T ). Dann
ist auch F(g“..,g,‘) periodisch in (2x) mit der Periode 2T, und daher sind
Gasa,l = O  fUr L ungerade, g.e.d.

Mittels dieses Hilfssatzes ldsst sich nun zeigen, dass die Stdrungsterme fi (Z, E)

(k=4,...,8) nicht nur in der Form (48), sondern sogar in der Form
-
2 Qmn{Acta, ...  AB,) - cis(mE+nE') (51)
m.ne-00

entwickelt werden ktnnen. Wir werden also beweisen, dass in (48) alle

Koeffizienten b,, mit ungeraden m oder n verschwinden.

sin-ZE— ) COS-E- R P j—:—' und ', (i-4,2,3,k) sind von der Form
(49) bzgl. Entwicklung nach _Ei bzw. %: . Xy,z,rud x'y', 2z, r'

sind von der Form (50); das folgt aus Hilfssatz a), denn die einzelnen Glieder
in den Ausdricken fur diese Grossen (als Funktionen der w; bzw. ;' ) sind
Produkte von je zweien der w; bzw. w;' , die von der Form (49) sind. E'
kommt in den Storungstermen nur in den w;' und diese nur in den x',g',z',r'
vor; wegen Hilfssatz ¢) sind die Storungsterme bzgl. Entwicklung nach -%-‘
daher von der Form (50), und somit verschwinden in (48) die b,,, mit un-

geradem n, In @ kommt E nicht explizit vor. grad V ist eine Funktion
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von ¥ und ¥ ' , also nach Hilfssatz ¢) bzgl. Entwicklung nach % von der
Form (50). Die %}-‘{ sind nach Hilfssatz b) von der Form (49), denn die
einzelnen Glieder sind Produkte einer Komponente von grad V mit einem u; .
Sukzessive folgt: r- ﬂ ist von der Form (49) (Hilfssatz b) ), 2= 3:, d‘:_
von der Form (50) (Hl.l;s;afz a)), ::‘ Z:X ::’ von der Form (49) (Hilfssatz b)),
fk . k=4,...,9) von der Form (50) (Hilfssatz a) ). Damit verschwinden auch
alle b,,, mit ungeradem m, q.e.d.

Wird nun in (51) K= 6 gesetzt, so sind die @.,n konstant und die
fi (b'.E) (k=1,....9) huben die behauptete Form (47). Um dasselbe auch fur die

3(

Ableitungen -« =,-- nachzuweisen, betrachten wir die Reihe

Y
A0 '34-35) A=0
(51). Bei der parhellen Ableitung nach einem A;, (i=4,..,3) muss man sich
die fi als Funktionen von A und E denken. Es ist daher E' in Funktion

-
von A und E auszudricken, und es wird

a_a&,(z; a8 (S nEl)) =mZ.-(a;X: ~Gmain 35 :i' ) (52)

ccis(mE+nE') = 3_ &7, (B,E)-cis(mE+nE') , (k=4,...,9).

-
Die Gmn sind nicht wie die @Qma nur von A , sondern wegen dem Glied

]
mit 2E  auch noch von E explizit abhtingig. Das stért vorerst, aber wegen

24,
JE' - (& ] et . (at )“, S

34, dE' A, dE 9 )
wo 8!:9 das Kronecker-Symbo! bedeutet, und da nach (24)

dt

4 .
a -
- z
=5 = a? (M_Lm-) 4 ' ccs':')

ist, lasst sich @, schreiben

~ - 1
Qm (A E) = “) (A) + a\;'('”(A)'-l—e“cosE'
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4
4 —~ e'.cosE'
dass man schliesslich

ist periodisch in E' und bleibt beschrankt fur e'< 4 , so-

a‘%;(z Clmn(K).CI'S(mE+nE')) = Za’t’n (E)'CiS(ME*nE') (53)

. o ] ~ .0
mit Koeffizienten Qw, , die nur noch von A abhingen, erhdlt, Fur A=0
Al

werden die (?,j,, konstant; damit ist die Behauptung (47) auch fur die S5

2-9
(k = 4,....8; i= 4.,._|9) bewiesen. Dass (47) fur die 2., 3., . . . Ab-
leitungen gilt, beweist man durch Wiederholung des Verfahrens, das wir so-
eben fur den Schritt von den fi. zu den g—fA'I durchgefihrt haben.
. . . . afgl 3, '
Es bleiben noch die Ableitungen des 9. Stérungsterms 3h |23 ) 35005 |5=5
vy Gy =12, 00 I8) zu untersuchen. Aus dem Ausdruck fir {4

in (37) leitet man ab

M _ 2 & , _r_ 3a (=4....8 54
aA;‘aA;V;“'m'm , li=1,...8) . (54)
Wenn man

r = 4[5 (@A e T(Fe ARF] + 4 [Z (e de*- X (Bt AR
s B + (3 + A B+ AR) - sinE |
a = 4 [T (@« )+ ZFe AR
oy

in (54) einsetzt, sieht man leicht, dass 38, VYo" der Form
)

%fA-’-i = Ciy (A,,.... . A3)+ciz(A4 (e .A‘)’CDSE + C(;(A,,..-,A’\'SME

ist. Speziell wird also

3f .
33’; .3 = Ga* Ciz-CosE + ¢;3-sinE (55)

ein einfaches Fourierpolynom in E . Die Fourierentwicklungen der hohern

Ableitungen
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3'fs pIM dcia dciz
38.20; 2.5 = 38 lp.5 ¥ 34, lz.5 0SB * 33, |55 SinE
(56)
= Cij4 + Cija-cosE +cij3-sinE | usw.
werden von derselben htchst einfachen Gestalt,
Die Fourierentwicklungen
f(0.E) = ZZ aymn Cis(mE+nE") |, (ked,..9)
) . \
ak = Z akjm"'Cls(mE“hE) , (k=4‘._‘ﬁ; j:'f....lg)l
(57)
2" * — k=4,....,8 .
BA;.bAJ- Klb.- Zakjc"‘)’m“ CIS(ME+V\E) ( J'=’1 ) ’

von denen wir gezeigt haben, dass sie existieren, sind im allgemeinen nicht
analytisch Uber E integrierbar, denn E' ist eine komplizierte Funktion von
E . Nach (24) ist E' eine Funktion von t; da die Ausdriicke (57) an der
Stelle A=0 , speziell also At= 0 , genommen sind, muss t anstelle von
t eingesetzt werden. Unter Verwendung von (29), (30), (31) erhdlt man daher
als Beziehung zwischen E und E'

al M-% [(E-E,)-&(sinE-sinE,)] = 58
=gt (M*m')—%‘[(E'-E,’)-e'(Sin E'-sinE))

Sei E'=h(E) die nach E' aufgelsste Beziehung (58). cis(mE+n-h(E)) ist nur

dann analytisch leicht integrierbar, wenn h(E) eine lineare Funktion ist. (58)
zeigt aber, dass h(E) im allgemeinen nichtlinear ist. Wir sind deshalb gezwun-

gen, E' zu ersetzen durch einen neuen Parometer E, , von dem wir fordern
a) E, linear von E abhéngig, d.h. E, ==/uE+c ,

b) eine in der Form X Qma cis (mE+«nE') entwickelbare Funktion ist auch ent-

wickelbar in der Form 2_ b, cis(mE+nE,) ,
c) durch einen bestimmten Wert von E, ist die Lage des Storktrpers in seiner

Bahn eindeutig festgelegt.
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Man sieht bald ein, dass a), b), c) nicht gleichzeitig erfullbar sind. Wir lassen
daher die Forderung c) fallen und lassen zu, dass sich die Parametereinteilung
E, der Storkérperbahn je nach der Lage des Mobils, d.h. mit E , @ndern darf.
Um nicht Forderung b) zu verletzen, muss man donn aber verlangen, dass diese
Aenderung periodisch in E  ist. Wir ersetzen also c) durch
¢') Die Parametereinteilung E,, der Storksrperbahn darf sich mit E
dndern, aber nur periodisch in E

Die Parametereinteilung [E. darf also nur schwanken um ihre ursprungliche
Lage, nicht sich immer mehr davon entfernen.

Die Forderungen a), b), c') schrinken die moglichen Definitionen von

E, im wesentlichen auf die folgende ein

' oY, = [Mem! t.ayd
E., = E'-e'sinE'+ & v JE(S)? sinE . (59)
Um diese Beziehung zu erltutern, bemerken wir, doss man (59) auch schreiben

kann

E, = A+ e M sin E (60)

]

wobei A' die mittlere Anomalie des Storksrpers und M dos Verhiltnis der
mittleren tdglichen Bewegungen von Mobil und Storkorper sind. E, weicht
also nur wenig ab von der mittleren Anomalie, wenn die Exzentrizitdt € des
Mobils klein ist oder die mittlere Bewegung des Mobils jene des Storkdrpers
wesentlich Ubertrifft. Die Transformation (60) hat auch Hansen [2] in
anderem Zusammenhang verwendet,

Beim zeitlichen Ablauf der Bewegung ist nun E,, linear abhdngig von

E ; (58) und (59) ergeben ndmlich

"o

nd .l ,
E,= (B (&) E+ [Eol-eﬂsinE;-(m,am)i(%.) (E,-&sinE,)] ,  (61)

kurz

E4=/,4E+C . (62)
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M ist wieder das Verhltnis der mittleren Bewegungen, ¢ eine Abkirzung

fur die konstante eckige Klammer in (61). Damit erhalten wir als wichtiges

1
Resultat, dass f,,(O E), :g“ T8 %&: 'Aw , ---... entwickelbar sind

nach cni(mE°m/M:’Ll[ . Sei aiso, mit neven Koeffizienten q

f(0,E) =2 a,,,cis(mE+n(uErc), (k=1,..,8),

A _ ) .
TA;’LB =3 Aijmn c:s(mE+n(/uE#c)) ,(k=1,..,2;5=4,.,9),

(63)

3'
3B, -3b, 13

Zau- »m‘-"s('"E*"(/‘E*‘» ( 4,?...9) '

Nun kénnen die Integrationen (41), (42), (43), (44), (45) ausgefuhrt werden.

(8,), = IZakm‘ cis(mE +n{uE +c)) dE
E,

= Gueo (E-E)+ 2 —omty (cis(mE+ nfukac) (64) -
~cis(mEqo+ n(,qu“-))) , (k=4,....8) ,
g
(A9)1 = j 2 (¢ +cja-cosE + Ga-sinE)-(4;), dE . (65)
€, )*1

In (65) sind fur die (Aj).' die Reihen (64) einzusetzen; (65) wird deshalb

von der Form

As),= § [32 bomncis(mE en(uE+c) + (b, cisE +b,q+b, cistE)E]AE. (66)
€, mn

Den Koeffizienten

b, = Cot Qoot Cay Qa0+ "7 -+ Cgqy Qgoo
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wollen wir etwas ndher untersuchen. Die ¢;q erhdlt man explizit aus (54)

Ca =3 & % li=r2,3,4)
Ciq =%V_S. {‘3-‘.-“ , (i=5’6,7|9>

Die Qipe sind die Koeffizienten der sdkularen Glieder der Elementenstérungen;

wir schreiben

Qoo (E~Ep) =(Ai)ys . (i=4,....,8)

wobei der Index s andeuten soll, dass es sich um den stkularen Anteil von

(A;),| handelt. Damit wird

bior(E-E) = 2 V& [E55 (du + T (AR, ] - (67

Die eckige Klammer in (67) ist gerade der stikulare Anteil der Storung 1. Ord-
nung der grossen Halbachse der Mobilbahn

(AGL = “Z:;"(A“i)‘ +‘Z:ﬁ|(Aﬁ‘)4

Wir zeigen nun, dass a keine sdkulare Stérung erster Ordnung erleidet, was
allerdings aus einem bekannten Resultat von Lagrange [8] folgen wirde,
wenn wir die am Ende von l.4, erwdhnte Tatsache, dass a die Halbachse der
oskulierenden Keplerbahn ist, nachgewiesen hitten,

Es ist -

d
G 0 = (4 E(meda) £ TR apY]

5 (zo+ M) 25 + X (F- Ap)-2AB
durch Einsetzen der rechten Seiten von (37) fur idAEﬂ und -d—;‘-g‘ erhalt man

- Y
c%a=3 _Z(rg—\:_w““‘za—v ‘i—’)( (& +aw)sing + +A[§)t.os—) ,




oder, wegen (35),

d_ _d _2a dy;
daE ¢ = & (‘“A“)‘T«’ Zau dE

In der Sttrungsrechnung erster Ordnung sind auf der rechten Seite der Differen-

tialgleichung die ungestorten Gréssen einzusetzen

d — oV du;
E(Aa)4 = Zgu. duE ;

der Querstrich Uber der Summe soll andeuten, dass die ungestorten Grossen ein-

zusetzen sind. Der Koeffizient des stkularen Glieds von (Aa),, ist nun gleich

dem konstanten Glied bei der Fourierentwicklung von :3‘\‘/ ‘;‘é
nach E und E, . Wir haben also zu beweisen, dass
[ J
2T ar
AV du; _
‘gzau;?é' dE, dE 0

ist. Vst abhiingig von den Mobilkoordinaten w; und den Stérkorperkoordina~
ten u;', die w; sind nur von E abhéngig, die w;' von E' und daher
gemdss (59) von E, und E .Eistalso V= V(u;(E),u;'(E“E)),

Nun fuhren wir die Integration Uber E, bei festgehaltenem E aus

aw
IV I(UilE) w'(ELE))  du;

v
- a’ V(u;(E),u;‘(E.,E)) dE4 du;
- Z 3\4; ) —d—E-
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Zuntichst kdnnte man denken, dass das Integral W (E) = E.RV(u‘(E)Iu;'(E“E))dEA
wie V. von u; und . abhiingig ist, denn u; und u;'ohﬁngen ja beide noch
von E ab. Tatsdchlich ist aber W durch die wu; allein bestimmt. Um das
einzusehen, ersetzen wir die Integrationsvariable E, durch die mittlere Anomalie
A" des Storkorpers, deren Zusammenhang mit E, durch (60) gegeben ist; Al
bestimmt die Koordinaten des Storkorpers eindeutig; es ist also o= u;'(A') .

Nun wird

2 2T-8umsinE

W= [ ViwE), w(EENdE, = | V{w(®), w(A)dA |
° -i/usinE

und wegen der Periodizitdt von V in A’

21T—ElusinE 2
W={ " V{wE)w AN = [V(w(E),u(k)) dA’
'F/usinE 0

W st also nur von den u;{E) abhtngig, und wir kénnen leicht auch noch

Uber E integrieren, da der Integrand die totale Ableitung von W nach E

ist.
f"f" W dw - 5 ZBW(U«(E) dy;
f 5o 5t dE.dE = e dE
l‘ﬁ'av
= fEE dE = W(& (M) - wW(a(0))

Damit ist bewiesen, dass a in erster Ordnung keine sikulare Storung erfihrt;

es ist also (Aa),s=0 und in (67)

b, = O . (68)
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Die Integration von (66) gibt
(As) = baso(E-E) + Z*o;#":;‘"_ (cis (mE +n{uE=+c))
- cis(mE, + n(/qu*f-))) + b, (cisE-cisE) + by
(cis-E)-cis(-E,))-i-b,, (EcisE -E,cisE)+ i-b,,, (Ecis(-€)-E,cis(-E,));
wegen (68) enthdlt die Zeitstorung 1. Ordnung kein in E quadratisches Glied.

Allgemein werden beim Uebergang von der (p-1)-ten zur p-ten Storungs-
ordnung ieweils zwei Integrationen durchlaufen, eine erste fur die Berechnung

(Ak . ..,8) aus den (Ak)p 4 . lk=4,...,9) und eine zweite fur
die Berechnung von A,) = (At), aus den (Ak),, (k=41,...,8). Bei jeder
Integration kommt die néchsththere Potenz von E dazu. Die Strungen p-ter

Ordnung werden dcher Integrale der Form

(Ak)P = ! ..\Z..(c“"""‘ +CuamnE+ -+ Ci,2p-2,mn Ezp-z)'

~eis(mE + n(uE+c)) dE (k=4,....8) ,
(70)
-4
(A’)" = f mZ (Comn * Coamn B+ * Cgapt,mn E*° )
Ee ™"
-cis(mE*-n(,uE*c)) dE )
die formal mittels der Formel
j 3
e v-1 .
)I L ) 4 -V,
VZO (]~V)' (m‘nl“)voz (E ‘CIS(ME'C'

+n(/AE¢c)) - E,j_‘{ cis(mE.*n(/uE,*c)))

r i O R RO sy s
j B cis(mE+n{puEec))dE = 1)
E, s ﬁ fir m n #0,0 (
j+4 141
E B 4 men=0,
9 J+4 >

integriert werden kénnen.
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Wenn am rational ist, lassen sich ganzzahlige m, n finden, sodass
mtn-pm = 0 ist. In diesem als Resonanz bezeichneten Fall entsteht bei der

Integration des betreffenden Gliedes ein stkularer Term; statt (71) gilt

(= Eiu)cis(nc)

i+

fE’icis(mE+n(,uE+c))dE = , falls m+n/u=0, (72)
£

Da in der praktischen Rechnung m, n nur Uber einen endlichen Bereich B

laufen und M hochst selten exakt von der Form

M= T:- i p.q € B | ganzzahlig
ist, wird man kaum je in die Lage kommen, (72) anzuwenden. Immerhin muss
man im Auge behalten, dass (m+n/u)v sehr klein werden kann; die be-
treffenden Koeffizienten werden dann bei der Integration stark vergréssert und
die Glieder gleichzeitig langperiodisch, also gewissermassen "fast sdkular",
dies besonders bei grossem Vv .,

Die Losungen
Ak = (Ak)4+(Ak)z+"" I} (k=4l“'lg)
werden schliesslich Reihen der Form

+ 00

Ak = Z- (dk0mn+ dk4mn E+ dkzmnEz+ o )‘Cl's(mE*n(/AE‘C)) ) (73)

m . =-o00

also Doppel -Fourierreihen, deren Koeffizienten d,.., (E) aber nicht konstant,
sondern Potenzreihen in E sind. Nach den Elementen- und Zeitsttrungen er-

hélt man Uber die Formeln (32), (4) auch die Koordinatenstsrungen
Ax = Z (xomn"'xmm E"'X;m,\E"* ).(_is(mE+n(/AE‘f‘C)),
m.n

Ay =2 (Yomn*YumnE+ YamaE +- -+ ) cis(mE+n(mEsc) , (74)

A z = Z (Z.m"-d-Z"“hE + zzm.‘E1+ L. )'C(S(ME""(/AE*C» ,
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als solche Reihen, da sie einfache Fourierpolynome in E sind, deren

Koeffizienten linear von den A,  abhingen.

11.3. Konvergenz der Potenzreihenentwicklungen

der Fourierkoeffizienten

Bei der Untersuchung der Konvergenz der Reihen (73), (74) ist zu unter-
scheiden zwischen der Konvergenz der Potenzreihen der einzelnen Fourier-
koeffizienten und der Konvergenz der ganzen Fourierreihe. Zunichst werden

wir das erste, also die Konvergenz von

d(E) = dg+d,E+d,E*+d,E’+ - (75)

etwas beleuchten, wobei d(E) einer der Koeffizienten. dym, (E) der Reihe
(73) ist.

Eine Bestimmung des Konvergenzradius' von (75) mit funkiionentheoretischen
Methoden erweist sich als zu kompliziert, Wir wollen dcher hier lediglich mit
Grossenordnungsbetrachtungen abschétzen, wie sich der Anfang der Reihe (75)
etwa verhilt. Naturlich ist damit noch gar nichts Uber die Konvergenz be-
wiesen, aber fUr die praktische Rechnung, in der ohnehin nur endlich viele
Glieder mitgenommen werden konnen, geniigt eine solche Abschb‘tzn:ng.

In der nun folgenden Grissenordnungsrechnung habe ~~ die Bedeutung
"in der Grossenordnung von”, &« und » seien wie Ublich definiert. Alle
Grossenordnungen, die auftreten, sind Funktionen der Grissenordnungen von
M m', r (= mittlerer Abstand des Mobils vom Zentralktrper), r' (=
mittierer Abstand des Storkorpers vom Zentralktrper)und E . Als Relation
zwischen diesen Gréssenordnungen setzen wir r~r' oder r<<r¢' , d.h.

nicht ¥v» r' , vorous. Dann ist
du.‘ 1 ] ] []
X,leZ'\’r , dili,“{|'a‘€'\’v—;‘ ' xn'ﬂ|z~r:

t ~ e MEE-B,) | (noch (29) s



aus (3) erhdlt man

Ve m 5 far e Vo mi &5 far recr’,

also in beiden Fdllen

2
. r? ?_\./ ~ v ~ m' r:
V~m M ) u; w; r3 4

ferner aus (37)

] 3 %
v 25 (kma8) L, fiv
A £
aA’ ﬁ ' (k'4| |‘3 i )=4| 18)

A ofeomt (k=4 9)

Eine Integration Uber E  entspricht grossenordnungsmissig fur genugend grosse
E  einer Multiplikation mit E . Nun lassen sich die Grossenordnungen der

Storungen wachsender Ordnung berechnen

B, ~ B~ FEIFE L ka8 (76)
G ~ 23k ) e BEPREE = FEPIMIE

Die Abschatzung fur (A9)4 ist noch zu pessimistisch; nach (68) verschwindet

der Koeffizient des Gliedes mit El in (AQL . Man erhalt daher

P

(B, ~ B (E) i e (77)

Die Storungen 2. Ordnung werden grossenordnungsmdssig

] ‘ ' p
B~ 3 Se ), B~ (B B (EPwesfmt ZEPIMTE]E

)=

A, ~ [F(& ’]1-V?-E1 (k=4,...,8) (78)




, 79
und fur die Storungen hoherer Ordnung ist

A, ~ [m( )] AP E® ) (k=4,..,8)

(80)
(Ay), ~ [ (&) vint g
(76), (77), (78), (79), (80) lassen sich Ubersichtlicher so schreiben
' NP
(Ae), ~ Z(EVEZ | (MP)L~B()ER
(At)‘ ~ ﬁ(f‘)‘-{ ' (81)

(A), ~ BEPE (B, (k=1,..,8) , (A, ~E(E)EX(at), |
(A, ~ ( S E (Adp-n o (k=43 p33)

Wie (81) zeigt, sind unsere Entwickiungen (40) der Storungsterme in Maclaurin-

Reihen nach den Stérungen wachsender Ordnung nichts anderes als Entwicklungen

nach dem Massenverhiltnis -a-: oder dem Verhdltnis der mittleren Abstinde f—, .
Nun kbnnen wir zur Betrachtung der Konvergenz von (75) Ubergehen.

Es kann angenommen werden, dass ein Glied von (75) von der Grissenordnung

der Storung ist, in der es zum ersten Mal auftritt. Nach (70) kommen beim

Uebergang von der (p-1)-ten zur p-ten Sttrungsordnung zwei Potenzen von E

dazu; man erhdlt demnach die Abschitzungen

d,\ En ~ (%)351 dn_,_ En-z

3



oder

do ~ YEGT - dos

ausser fir p =2, wenn es sich um eine Elementenstorung Ax; , A[i;,(f=4.-~.'f)

handelt,

d B~ BEE- dE

d ~ F (7

Die Koeffizienten der Potenzreihe (75) klingen also zuerst mit dem Faktor
Ia.' (%)3 , spdter mit dem ungUnstigeren Faktor -I';:—‘ ({;)3 ab.

Die Potenzreihen in (74) zeigen dasselbe Konvergenzverhalten wie jene
n (73), d.h, wie (75).

Noturlich haben diese Betrachtungen nur die Bedeutung grober Aussagen

Uber Grossenordnungen.

11,4, Konvergenz der Fourierentwicklungen

Die Fourierentwicklungen (73), (74) laufen Uber zwei Indizes m, n. Sie

konvergieren, wenn die dymn (E) (k=4,...|9) in der unendlichen Matrix
B 1
dy.20
Ao
o dipa diges oo dioq dyog (82)
" dicqo dicqq
dy 20




u
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von der Mitte aus in allen Richtungen so schnell gegen O gehen, dass zu be-

liebigem € ein N existiert mit

I N H .z — ’ - \\’ o 1 . n\
| £— Climn-Cis{mE +n{pExcl)j < &, lke=d,... 3)
iml,inl >N

fur beliebiges E (absolute Konvergenz). Dabei htingen die dymn noch

von E ab. Fur nicht zu grosse E erhilt man eine genigend genaue Ueber-

sicht Uber die Konvergenz von (82), wenn man statt der dimn (E) die aus der
Storungsrechnung 1, Ordnung berechneten konstanten Approximationen (dkm,,) 4

einsetzt. Die Integrationen (64), (65) haben keinen Einfluss auf die Konvergenz

der Fourierreihen; immerhin muss man beachten, dass bei Fast-Resonanz einzelne

Glieder durch die Integration stark vergrossert werden. Es genigt somit, das
Verhalten der Qyupmn in (64), d.h. die Fourierentwicklungen der f,‘(b",E) ,
(k=1,...,8) zu untersuchen. ‘

Nach dem Satz von Dirichlet Uber die Fourierentwicklung reeller

Funktionen konvergieren Fourierreihen immer, wenn die zu entwickelnden Funk-

tionen stetig und differenzierbar sind. Diese Voraussetzung ist in unserem Fall
erfullt, wenn sich, was wir annehmen wollen, die Bahnen von Storkorper und
Mobil nicht schneiden, wenn also keine E, E, existieren, sodass 7 = ¥
ist, Es geht also nicht um die Konvergenz an sich, sondern um die Raschheit
der Konvergenz.

Da die fk(a,E) in Fourierreihen nach E und E, entwickelbar sind,
lassen sie sich als Funktionen der komplexen Variablen § = cis E und
§‘= cis E, anschreiben; wir fuhren dofur die Bezeichnung g, {§ Ig')

ein. Unsere Fourierreihen
f(0,E) = Z_ aupmn cis(mE+nE,)

lassen sich damit als Laurentreihen schreiben

9 (§.6) = Z aemn §7§" . (k=1,...8) (83)
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Aus der Lage der Singularititen von g, in g und f' kann man auf das
Verhalten der ay,,, fir grosse m, n schliessen. So hat Poincaré [9]
die Konvergenz der Entwicklung der sogenannten ebenen Sttrungsfunktion

4
Vix=—x")2+{y-y)*

nach den mittleren Anomalien A und A' mit umfangreichen funktionen-
theoretischen Betrachtungen untersucht. Die Schwierigkeit liegt darin, dass die
Singularitdten in £ und f' gegenseitig voneinander abhidngig sind. In unserem
Fall mit der komplizierten Variablen E, wirde die Methode von Poincaré
zuviel Aufwand erfordern. Aus diesem Grunde werden wir unser Houptresultat,
ndmlich dass die Konvergenz der Fourierreihen kaum von der Exzentrizitdt des
Mobils abhingt, nur beweisen in dem einfachen Fall, wo der Storkorper orts-
fest und zudem in der Ebene der Mobilbahn ist. Zugleich werden wir aber
Faustregeln fur die numerische Praxis herleiten ktnnen, um die Anzahl der mit-
zunehmenden Glieder abzuschitzen. Da unter diesen vereinfachenden Annahmen
nur noch in eine gewshnliche Fourierreihe nach E  entwickelt werden muss,

erhdlt man statt (83)

+ 00

he (§) = 2 aun §"  (k=1,...,8) (84)

nc-od

wobei die expliziten Ausdricke fur die h, () {k=4,...,8) so entstehen:
Man hélt in den rechten Seiten der ersten 8 Gleichungen von (37) die Stor-
korperkoordinaten x'y',z' konstant, setzt fur alle Mobilgrissen ihre unge-
storten Werte ein und schreibt, nachdem man alles in Funktion von E  aus-
gedriickt hat, %(g + ;—) statt cos E bzw. %(g— %) statt sin E .
Zur Untersuchung der Konvergenz der a,,  sind die Singularitdten der

hy (§) in der § -Ebene zu bestimmen. Man findet, dass sich von 0 und
oo  verschiedene Singularitdten nur ergeben, wenn |7-7'=0 ist. Legen
wir das Koordinatensystem x,4,z so, dass sich das ungestdrte Mobil in der
X,y - Ebene bewegt und die x - Achse durch das Perizentrum der Mobil -
bahn geht, so wird
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x = a(cwsE-¢e) = a(%[§+%]-e) '
(85)

|.\

y = a¥i-e* sinE = aVi-e* L [¢-

L Y

1.

mit @ und € als grosse Halbachse und Exzentrizitst, Die Striche Uber x

"
wnfa

y,a,e sind in (85) weggelassen, obwohl es sich eigentlich um die un-
gesttrie Bewegung handelt. | ¥ — ¥'|= O wird bei festgehaltenem T' eine
Gleichung 4. Grades fur g , die sich aufspaltet in die 2 Gleichungen zwei-

ten Grades
[%(g-:—%)—ae—x'] % i-[a 4—e‘-;§(§-%)—3']=0
oder
§+4-2(e+F)§+VI-e (- 1)-20 2§ =0,
1 -2(e+ X)§-VT=e (§-1)«2i L€ = O

mit den Losungen

x'+iy'

= g (e+ 25 +Yler T,

4 1 Saat T 1 ~—
fo = e (v 25 - Ylew X5 - o),

§s

(86)

- v (e 25 B )

t_so X - a' 1
e = Tj_;r (€+ xaly ‘V(e*‘xa‘g)z—e‘ )

Massgebend fur die Konvergenz der a, ist die am ntichsten beim Einheits-

kreis liegende Singularitat §;,(j= 1. ). Wegen [§,]= %l und | 4] = i—;—-l
. a

genugt es, |§.] und |§,| nther zu untersuchen,
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Eine Diskussion der Lage der Singularititen §,,§, in der g -Ebene

] N ]
X*'Y ,nd e wirde zu unibersichtlich, Wir

fur alle moglichen Werte von
wollen hier nur 2 Fslle betrachen; aus diesen kann man dann leicht exira-
polieren, wie sich §, und §, allgemein verhalten.

Wenn der Storksrper weit weg ist, also
'—’—‘—“;‘—”'—' » 4 (87)
gilt, liegen §, , €3 ausserhalb, §, §, innerhalb des Einheitskreises;

wegen |§3] >§,] bestimmen daher §. . €y das Konvergenzgebiet der Reihe
(84). Aus (86) kann man entnehmen

. 2 LAY
'§4| T 4+Vicer a

(88)

(88) zeigt, dass die Konvergenz nicht wesentlich von der Exzentrizitdat e
sondern hauptsichlich von der Entfernung des Stérkorpers abhingt.

Im zweiten Fall wollen wir im Gegensatz zu (87) annehmen, dass der
Storkorper sich sehr nahe bei der Mobilbahn befinde, und zwar im Abstand &a
auf der kleinen Achse der Mobilbahn (Fig. 2).

LY

)

Fig. 2

.Eq
\
M

x\}
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Die die Konvergenz bestimmenden Singularititen sind in diesem Fall wieder

§4 . §g . Man erhilt beim Einsetzen von

x'+ iy

—a— = e+ i (Vi-et +¢)
in (86), wenn bzgl. £ linearisiert wird,

2
|§4|‘*'~4+;_—;ﬁ-_—-;;'€ : (89)

Die Formel (89) zeigt dieselbe Struktur wie (88), Zusammenfassend hat man

daher das Resultat, dass (84) grossenordnungsmissig im Gebiet

a+g
a-‘:g <‘g|< a

konvergiert, wo ¢ den Abstand des Storkrpers von der Mobilbahn bezeichnet.

Das Konvergenzverhalten der Koeffizienten a,, ist also gegeben durch

L. Int | a
n-—oltea ak"l a -+ g ' (90)

Damit haben wir einen ungefthren Begriff von der Konvergenz unserer Fourier-
reihen nach E bekommen; zur Konvergenz nach E, bemerken wir nur, dass
diese wegen Formel (59) mit der Konvergenz bzgl. E verkoppelt ist und

schlecht sein wird, wenn (%)I und zugleich @ gross sind (z.B. Stbrung
eines Husseren Planeten mit stark exzentrischer Bahn durch einen innern).

Zum Vergleich wollen wir auch untersuchen, wie es sich mit der Konver-
genz verhdlt, wenn man nach den mittieren Anomalien A, Al entwickelt, Wir

machen dieselben Vereinfachungen wie vorhin und gehen aus von (85)

x= a(ws E-e) ,

y=afl-e" sinkE |,
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wobei E  als Funktion von A  aufzufassen ist

A=~E-esinkE . (91)

Mit der Einfuhrung von n= cisA werden x und y Funktionen von n
Da sich x(7), (5(‘7) nicht explizit anschreiben lassen, sondern transzendente
Funktionen sind, benUtzen wir die Hilfsvariable §= cisE; die Relation zwischen

i und g erhdlt man aus (91)

cis A = cis (E-e sinE)

}

n = § ep(-5(5-%) . (92)

Die Singularititen %, in der 7 - Ebene, die das Konvergenzverhalten der
Fourierentwicklung nach A bestimmen, sind erstens jene, die sich gemass

(92) aus den Singularitdten fk . (k=1,23%) von (86) ergeben, zweitens Ver-
zweigungspunkte, die dort auftreten, wo §  und damit die Storungsterme auf-

horen, eindeutige Funktionen von M zu sein, d.h. wo
d
T~ e3P - § 5 (1 ) exp(-3(5- 7)) = 0,
1-5(§+%) =0 (93)

ist.

Man erhilt dadurch insgesamt 6 Singularitdten

T = §k.exp(~§(§k-%‘)) ’(k=4....|6) . (94)
wobei §,. ..., gu in (86) angeschrieben sind und §3-| {s¢ die Losungen von

(93) sind

§s=
§6=

(1+ VA=)
(1= VT=e)

(95)

YR, RN
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(95) in (94) eingesetzt gibt
Ns = % (4+ Y1=¢%)- exp(—@) ,
ne = 4 (4-VITE) exp (VA=) .

(96)
Aus (96) sieht man leicht, dass

i

4 .
l’?;"—'m — 4 fir e~1

d.h. die Konvergenz der Fourierentwicklung nach A  wird beliebig schlecht
fur e —» 4. Fig. 3, wo ms in Funktion von e aufgetragen ist, gibt noch
genaveren Aufschluss.

'} 725

L3

o 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 e
Fig. 3

Beispielsweise ist der Konvergenzfaktor fur den noch weit von 1 entfernten
Wert e = % hdchstens 1,143, also bereits sehr schlecht, und zwar wie weit
der Storkorper auch von der Mobilbahin entfernt sei.

Als wesentliches Ergebnis halten wir fest: Im Gegensatz zur Entwicklung
nach den mittleren Anomalien in der klassischen Theorie bleibt bei unserer
Entwicklung die Konvergenz auch fur sehr grosse Exzentrizititen gut, eine

Folge der Einfuhrung der regularisierenden Zeit (vgl. Fusnote Seite 3).
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I11. BEISPIELE
111.17. Anzahl der mitzunehmenden Glieder

Bei der Anwendung der beschriebenen Theorie in einem konkreten Bei-
spiel muss man sich entschliessen, nach wievielen Gliedern die Reihen abge-
brochen werden sollen. Je nach den Gegebenheiten des Beispiels und den An-
forderungen, die an die Genauigkeit gestellt werden, wird man die Art und An-
zahl der mitzunehmenden Glieder von Fall zy Fall festsetzen; die Unter -
suchungen in {1.3 und |l.4. geben einem die Hilfsmittel dazu in die Hand.

Seien die Massen ™M und m' und die grossen Halbachsen a und a'
gegeben, ferner der kleinste Abstand @ zwischen Mobil- und Storkrperbahn.
Die Elemente o, ﬁa , (i=1,2,34) , die Zeit t und die Koordinaten
X, y,z des Mobils sollen im Zeitraum vom Anfangszeitpunkt t, bis zur
Zeit t,+T auf eine relative Genauigkeit von s  Dezimalstellen aus den
abgebrochenen Reihen berechnet werden konnen. Gesucht sind N, die
Ordnung, bis zu welcher die Stérungsrechnung getrieben werden muss, und
Ny Na,....,Nny , die angeben, wieviele Glieder der Fourierentwicklungen
in den Storungsrechnungen 1.,2., ... , N -ter Ordnung genommen werden
missen. Wenn Q,,, die Fourierentwicklungskoeffizienten einer Grosse
i-ter Storungsordnung sind und die Konvergenz nach E, von derselben Grossen-
ordnung ist wie nach E , so sind alle Ama mit |mi<n; , Inj<n; mitzu-
nehmen,

Zunidchst ist nach (29)

4 2
Emax = E{to*T) ~T-M%a’® (97)
Dann berechnet man -h—")‘—' (gl)?Em", und nach (81) erhdlt man wegen r ~a,
rl ~ al

107 ~ (B (&) Ema)" | fur N22 (99)
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bzw.
- \ i a2 N-2
107" ~ (2 (&P Ear) (B8P EWS) . fur N>2. (99)
Aus (98), (99) wird
[ -5 )
v ' ﬂll N < 2 y
LOS (ﬁ(%‘)aEmux) f ;
N == 1 ' (100)
=$ + 209 Emar falls N>2
DEEE |

Die Stbrungen 1, Ordnung missen eine relative Genauigkeit von
10°%
m' [a\3
M (E‘) ‘Emax

aufweisen; daher ergibt sich fir n, wegen (90)

(&) ~ 0%/ (5 (8] Enar)

a+e¢

. log 3% a+9 ~ _S_Log(%(%)af"‘“) '

n, ~ (~s-log(F(&PEmn))/ loglz) - (10D

Analog erhilt man fur n,

N, =~ (_5"2'{ o9 %( )3 Emax} )/l°‘](a+g) ) (102)

und for t > 2

n ~ (_s+2'[°9 Emax-i'log( ( )3Em.n )/log(a¢g)'(]03)
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Da (160), (101), (1C2), (1G3) nur sehr grobe Abschdtzungen sind, wird man
zur Sicherheit immer etwas mehr Glieder mitnehmen, Vor allem die Abschatzun-
gen fur die n; sind mit ziemlicher Unsicherheit behaftet wegen des mdglichen
Auftretens von kleinen Divisoren m + nmo;oes ist zweckmissig, vor Beginn
der Rechnung zu untersuchen, welche Paare m, n kritisch sind.

Fur grosse Genauigkeit, aber kleine Zeitrdume genUgen wenige Ordnungen,
wihrend die Fourierentwicklungen ziemlich lang sein mussen; fur kleinere Ge-
navigkeiten, die aber Uber lange Zeiten gultig sein sollen, muss man dagegen

viele Ordnungen und nur kurze Fourierentwicklungen mitnehmen.

[11.2. Stérung der Vesta durch Jupiter

Hansen hat in seiner Storungstheorie [2] nach fast denselben Variablen
E  und E, entwickelt. E, ist dort nach der gleichen Formel (62) linear
von E  abhéingig. Wahrend aber in unserer Theorie der Zusammenhang zwi-

schen £ und der Zeit t durch

t=T+At = aEM [E-E,-&(sin E-sinE,)] + At (104)

gegeben ist, definiert Hansen die Variable E durch

t =aiMi [E-E,-&(sinE-sinE,)] . (105)

Wegen der Kleinheit der Zeitstsrung At sind in gewissen Fillen die Ab-
weichungen der beiden Entwicklungen so gering, dass sie sich direkt miteinander
vergleichen lassen. Als Beispiel eines solchen Vergleichs wihlen wir die

Storung des Planetoiden Vesta, die M.G. Leveau [3] nach der
Hansenschen Theorie berechnet hat. Wir begnigen uns dabei mit den

Storungen 1, Ordnung durch Jupiter.
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Noch Leveau sind die ouf die Ekliptik bezogenen Keplerschen Ele-
mente der Vesta am 17.0 Dezember 1856

grosse Halbachse a = 2.360632
Exzentrizitdt e = 0.09018838
Neigung gegen die Ekliptik i = 7° 811.3"
mittiere Linge € = 84°43'54.5"
Lange des Perihels = 250%47'34.5"
Lénge des aufst, Knotens 3 = 103°20'30.6"
und jene von Jupiter zur selben Zeit

a' = 5,202800 g = 1%7s6.0"

e' = 0.04824471 G'= 12° 143

i = 1%1839.9" &' = 99° 0'30.0"

Transformiert man auf ein Koordinatensystem, dessen X,y ~Ebene die Ebene
der ungestorten Vestabahn ist und deren X =-Achse in die Richtung des auf-
steigenden Knotens dieser Ebene in der Ekliptik zeigt, und rechnet man dann

gemiss 1.2, in diesem Koordinatensystem auf die Elemente in unserer regulari-

sierten Theorie um, so erhdlt man

S, = - 0.410693863 B, = 1539942916
X, = - 1.406791020 Ba = 0.449565782
;: = °—‘_u = -ﬁa = -ﬁu = 0
E, = 3.364899463 (Bogenmass) (106)

~, = - 1.547336614 B. = - 1661216304
xy = 1591417857 B, = - 1.632308654
) = - 0,000010209 f; = - 0.002812378
o = 0,157895638 fo = 0172419588

E:, = -0.007260196 (Bogenmass)

Die Masse von Jupiter ist m' = 0.0009523810, falls die Sonnenmasse M = 1

gesetzt wird.
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Fur M =(M;'4M)z~(—2—,)z ergibt sich
M= 0.305768995 ;

m 4+ np wird klein in den Fdllen
1 - 3em = 0.082693015
3- 1W0-m = ~0,057689950
4- Bmu = 0.025003065
11 - 36 M= -0.007683820
37 - 121 M= 0.001951605

Fur absolut kleine m, n, d.h. so weit wie die Reihenglieder in der praktischen

Rechnung mitgenommen werden, treten also keine Resonanzen auf,

Die harmonische Analyse der Ausdriicke fk(-d.E). 2—-‘2“ _A.zal(k=4".,9)f0hren
wir nach dem folgenden Verfahren aus. Wir unterteilen das E -Intervall

[0,217'] durch j, dquidistante E -Werte , analog dos E, -Intervall

[0,2'1T] durch  j, E4 -Werte, und werten fk(a,E) Ei! - o (k=4,....8)
' A la=a !

fur jedes Paar solcher E und E, -Werte, insgesamt also ja'Ja mal, aus.

(o]
vielen Gliedern an, so erhalten wir Gleichungssysteme von j.*ja Gleichungen

Setzen wir nun fur (6 E) und 3 ~ = Fourierpolynome mit entsprechend
k\¥ D A= poly P

mit  j.'jo  Unbekannten, deren Losungen wegen Orthogonalitat der Gleichungs-
matrizen trivial sind. Die so berechneten Koeffizienten der Fourierpolynome
sind Approximationen fur die Koeffizienten der Fourierreihen, und zwar umso
bessere, je grosser j, und j, gewdhlt werden.

Bei den Rechnungen, die alle auf dem Computer durchgefUhrt wurden,
strebten wir eine Genauigkeit der Storungen 1. Ordnung {Axi), | (Aﬁ‘L ,
(i=1,.. %) ,(Af)4 von ]0_9 an, da auch die ungestérten Elemente o, [.3“-

in (106) mit dieser Genauigkeit gegeben sind.
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Bei der harmonischen Analyse war eine Einteilung mit etwa ja= jz= 30
notwendig; Proberechnungen mit noch feineren Einteilungen haben alle
Koeffizienten nur noch um weniger als 10_9 geindert, die Koeffizienten der
stkularen Glieder sogar um weniger als IO_” . Wie nach (68) zu erwarten,
wurde in der Zeifstorung der Koeffizient des Gliedes mit E* absolut kleiner
als die Genauigkeitsgrenze 10-”. Die berechneten Reihen stellen also, bei
alleiniger BerUcksichtigung der Sttrungen 1. Ordnung von Jupiter, die Elemente
o, B: , (i=4,..,4) und die zugehtrige Zeit t in einem Bereich |E-E,|¢ 102
mit einer Genauigkeit von 10-9 dar. Das entspricht, da die Elemente von der
Grossenordnung 1 sind, einer Genauigkeit von 9 Dezimalstellen. Der Bereich
|E-E,| < 102 entspricht mehr als 30 Umléufen der Vesta oder etwa 100 Jahren,
Zur Kontrolle wurden die Reihen fur einen bestimmten Wert von E ausgewertet
und die Resultate mit jenen verglichen, die man durch numerische Integration
des Differentialgleichungssystems (37) erhalt. Fur den willkurlich gewthlten Wert
E- E, =10 ergab die Auswertung der Reihen

Do, = - 0.000139481 AR, = - 0.000864979
Aoty= - 0.001210486 AR, = - 0.000522608
Doy= 0.000121955 ABy= 0.000098771 (107)
Ao= 0.000037030 AB,= 0.000065985

At = 0.016868508,

withrend die numerische Integration von (37) nach Runge~-Kutta mit der

Schrittweite AE = 0.1 lieferte

Do, = - 0.000136567 AB.= - 0.000865016
Ao, = - 0.001208237 Ap, = - 0.000522281
Aoy = 0.000121811 ABy=  0.000098681 (108)
Do, = 0.000037035 AB,=  0.000066004

At = 0.016826298,
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Der Unterschied zwischen (107) und (108), der abgesehen von Aot, in der
Gréssenordnung von 1 %o liegt, ruhrt hauptsdchlich davon her, doss die
Storungen htherer als 1. Ordnung in (107) nicht enthalten sind, Nach (81) sind

ndmlich die Stdrungen 2. Ordnung von der Grissenordnung
(A, ~ BEVE(A), ~ 107 (A0, , (ke 9)
(At), ~ & (F)E™ (8t), ~ 107 (4,

Der relativ grossere Unterschied bei Ao, ist dadurch zu erkldren, dass
Awx, bei E-E, = 10 zufallig gerade absolut klein ist.

Bei einem Vergleich mit den Rechnungen von Leveau kann man nicht ein-
fach die Storungen irgend einer Grisse g miteinander vergleichen. Im allge-

meinen ist die Stdrung in unserem Sinne
Dg = g(t) = §(t) = glt)- g(t-At)

véllig verschieden von der in der Hansenschen Theorie, wo die Zeit nicht

gestort ist,
Agq = 9(’() - g(f)

Nur wenn g(t‘-A’C) = 'g'(‘t) ist, sind die beiden Stérungen gleich, und die
Reihenentwicklungen stimmen dann wegen der fast gleichen Definitionen von E
in beiden Theorien ungefshr Uberein. Von den drei Stérungen, die Leveau
in [3] angibt, hat die dritte, die Storung Az senkrecht zur ungestorten Be-
wegung in der x,y -FEbene, diese Eigenschaft, denn es ist Z = O . Wir
wollen deshalb unsere Reihenentwicklung von Az mit der Leveauschen
vergleichen. Aus (4) und (32) erhdlt man, unter Vernachldssigung der in den

Elementenstérungen quadratischen Glieder, und indem man beachtet, dass

;3 = a-u- =F;=ﬁ.,=0 ist,




Az = z = [E.Au,+[§.A[’3,+§1A~..+f§,A(3,]

+ [, Aay - B AR+ T Ay~ AP ] cos E (109)

4 o5 (g
+ [, ABy+ P Acy+ T, Aﬁ.‘*ﬁl Aay] sinE .

Nun werden die vorhin berechneten Reihen fir die Elementensttrungen in (109)
eingesetzt. Das Resultat ist die in Tafel 1 dargestelite Reihe fur Az . Zur Er-
klarung dieser Tofel sei folgendes bemerkt. Um nur mit reellen Zahlen zu tun
zu haben, ist statt nach cis{mE+nE,) (w<mnco) nach cos (mE + nE,)

und sin (ME+nE,), (0O$m<m, ~o<nce) entwickelt. Man erhilt dadurch die Reihe

Az = [a,+ a, cosE + b, sin E] (E~Eo)
00 oo
+”§ §..[°M €08 (ME + nE,) + Boun sin (ME +nE,)] )

wobei E, = MmE+ ¢ = 0305768995 -E - 1.041898899 ist. Die Koef-
fizienten a,,a,,b, sind in Tafel 1 oben in der Zeile "sckulare Glieder
=, .. " mit dem Faktor 105 multipliziert angeschrieben; in den mit E, E,
cos, sin uUberschriebenen Kolonnen stehen m, n, ]05- Amn s 105- bmn - Alle
nicht angeschriebenen Koeffizienten Qm, ; Dmn sind absolut kleiner als 10-9.

Tafel 2 ist die Reihe von Leveau, die aus [3] entnommen wurde bis
auf die folgenden drei Aenderungen. Erstens sind die Koeffizienten an unsere
Masseinheiten angepasst worden, zweitens tragen Aenderungen am konstanten
Glied und an den 2 Gliedern cosE und sinE von Az  dem Umstand
Rechnung, dass Levecu mittiere Elemente zugrunde legt, d.h. die konstanten
Teile der Storungen zu den ungestorten Elementen nimmt, und schliesslich sind

die von Leveau angegebenen Glieder mit dem Faktor nt auf Glieder nach

E  umgeschrieben gemiss der Beziehung

nt = E-E, - €(sinE - sinE,)
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TAFEL 1

Stérung der Vesta durch Jupiter

Storung 1. Ordnung senkrecht zur Bahnebene * 105

Sukulare Glieder = (  .186820
-2.071445 * cos (E)
-1.490556 * sin (E) ) * (E - EO)

Periodische Glieder:

E E] cos sin E E] cos sin

( o 0 -7722

( o, 1) 3.5987 .5329

( 0, 2) 20370 2.3332

( ¢ 3 .5239 2.7909

( 0 4 .0687 -1572

( 0 5) .0099 -.0054

( 0 &) .GO11 .0002

( o 7 .00CT .0001

( 0, 8  -.C0C00 .G000

( G 9 -0000 .0000

( 1, -10) .000C 0000 (2, -11)  -.0000 .0000
« 1, 9 .0000 L0000 (2, -10) -~0011 .6001
( 1, -8 .0C00 0005 (2, -9) .0014 .0010
( 1, =7) =006l 0095 (2, -8  .0017 .0052
( 1, =) .0589 -0202 (2, -7) -.0081 .0331
( 1, -5) 139 0416 (2, -6) =-0320  -0088
( 1, -4) 4270 4627 (2, 5) -=3529  -.0515
( 1, =¥ -8175 5418 (2, -4) -2.3746  -1,6263
( 1, =2) =2.9960 53870 (2, -3) 8.6125 14,5980
( 1, 1) -1,5848 20729 (2, -2) .4051  1.1003
( 1, 0) 170211 170197 ( 2, -1) .5858  1.3978
( 1, 1) 15839 -4755 (2, 0) -1234 2722
( 1, 2 1468 0936 (2, 1) -0329 .0140
« 1, 3 .0065 0201 (2, 2) ~-.0044  -0023
( 1, 4  -0009 .0024 (2, 3) -0002  -.0007
( 1, 5 -0003 0002 (2, 4) .0001 -.0001
( 1, &)  -0000 -0000 ( 2, 5) .0000  -.0000
( 1, 7) -.0000 -0000 ( 2, 6  .0000 .0000
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cos

.0000
-.0001
-.0023
-.0010
-.0065

.0288
-.3975
-.5865
-.7128
- 1908
~3100
-.0332

.0014
.0002
.0000
-.0000

-.0017
-.0003
.0002
.0022
.0081
0192
.0292
.0228
.0110
.0084
-.0030
-.0006
-.0000

-0000

-.0000
-.0002
-.0005
-.0009
-.0008

.0006

sin
L0002
.0009
-.0012
-0154
-.2190
5230
L2746
.0073
~-.0055

-.0556
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\'thsA‘“ih\'h\A~#~#$\#~#§A~#~A§F~A m
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o)

0.0 000

-13)
-12)
-1)
-10)
=)
-8)
_7)
)
-5)
~4)
-3)
_2)
-1)
0)

2)
3)

-14)
-13)
-12)
1)
-10)
-9)
-8)
_7)
-6)
_5)
-4)
=3)
_2)

0)

~-14
-13
-12
~11
-10

cos

.0001

.0201
-.0203
-.0256
-.0242

0127

.0749

.0239

.0564

0164

.0009
-.0002
-.0001
-.0000
-.0000

-0115
-.0140
-.0065
-.0088
-.0001

.0002

.0000

-.0000

0011
-.0021
-.0012
-.0001

.0000
.0000

-.0001
-.0001
-.0001

L0011
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D000 000000
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-8)
-7)
)
-5)
~4)

-2)

-14)
-13)
-12)
-11)
-10)
..9)
-8)
-7)
-6)
_5)

-14)
-13)
-12)
-11)
-10)

-9)

-8)

cos

.0021
.0008
.0022
.0003
-.0001
-.0000
~.0000

.0000
-.0001
-.0003
-.0006
-.0006
-.0004
-.0004

.0000

.0000

.0000

.0001
.0001
.0001
.0000
.0000
-.0000
.0000
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sin

-.0043
-.0024
-.0022
.0002
.0001
.0000
-.0000

.0001
.0002
.0003
.0003
.0001
-.0001
-,0001
-.0000
.0000
.0000

.0000
.0001
.0001
.0000
.0001
-.0000
-.0000

o~ — e

P e e P

m
0 0 00 0 0 00 0

~

10,
10,
10,
10,
10,
10,
10,
10,

12,
12,
12,
12,
12,
12,

m
-

b

)
-8)
. 7)
-6)
_5)

=3)

-14)
-1 3
-12)
-11)
-10)
_9)
-8)
_7)
-6)

-14)
-13)
-12)
-11)
-10)

—9)

cos

.0010
.0007
.0002
~,0001
~.0000
.0000
.0000

-.0001
-.0000
.0000
.0001
.0000
.0001
-.0000
-.0000
-.0000

-.0000
~,0000
-.0000
~.0000
.0000
.000C

sin

.0014
.0007
0011
~.0000
-.0000
~-,0000
-.0000

-.0001
-.0002
-.0003
-.0002
~-.0001
-.0001

.0000

.0000
-.0000

.0000
.0000
.0000
-.0000
.0000
.0000
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TAFEL

2

Stérung der Vesta durch Jupiter

Stdrung erster Ordnung senkrecht zur Bahnebene nach Leveau

Vergleich mit Tafel 1,

[3] , zum

(Die angeschriebenen Koeffizienten sind mit ]0_5 zu multiplizieren.)

Sakulare Glieder:

Periodische Glieder:

E E.I cos

0 0 =-0.77
0 1 3.59
0 2 2,04
0 3 0.53
0 4 0.07
0 5 0.01
1 -7 -0.01
1 -6 0.06
1 -5 0.14
1 -4 0.44
1 -3 -0.82
. -2 -=3.00
1. -1 =159
1 0 17.02
1 1 1.59
1 2 0.15
1 3 0.01
2 -8

2 -7 =001
2 -6 -0.03
2 =5 -0.35
2 -4 -238
2 -3 8.62
2 -2 0.40
2 -1 0.58
2 0 -0.13
2 1 -0.03

0.18681 (E-Eo) - 2.07132 (E-Eo) cos E

sin

0.54
2,33
2.79
-0.16
-0.01

0.01
-0.02
0.05
0.47
0.54

2.07
17.01
-0.47

0.09

0.02

0.01

-0.01
~0.06
~-1.63
14,59
1.10
1.40
0.27
0.01

[L NSNS S T RS ] F NN N S WWWwWwWwWwwww m

L= - 3K« - - 8

- 1.49044 (E-Eo)

cos

-0.01

0.03
-0.40
-0.58
-0.71
-0.19
-0.31
-0.03

0.02
-0.02
-0.02
-0.02

0.01

0,08

0.02

0.01

0.01
0.02

0.02
0.01
0.01

-0.01
-0.01
-0.01
-0.01

sin E

sin

-0.02
-0.22

0.27
0.01
0.00
-0.05
-0.06
-0.01

-0.01

-0.02
-0.07
-0.13
-0.14
-0.05
-0.07

0.02

0.01
0.02

0.01

Ein Vergleich der Tafein 1 und 2 zsigt die weitgehende Uebereinstim-

mung der beiden Relhen.
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I11.3. Einfluss der Exzentrizitdt auf die Konvergenz

In 1.4, haben wir gesehen, dass die Exzentrizitdt der Mobilbahn keinen
grossen Einfluss hat auf die Schnelligkeit der Konvergenz der Fourierreihen,
insbesondere dass sogar fur Kollisionsbahnen die Konvergenz gut bleibt. Wir illu-
strieren das hier an zwei Beispielen.

Die Zentralksrpermasse sei ™M = 1, der Sterkdrper mit der Masse

'

m = ]0-2 beschreibe in beiden Beispielen eine Kreisbahn um ™M in der

X, Y =~ Ebene mit dem Radius 1 (Figur 4).

z

Mobil 2

‘ Stérkorper

Fig. 4

Das ungestdrte Mobil bewege sich im ersten Beispiel (Mobil 1) auf einer Kreis-

bahn um M in der Y,z - Ebene mit dem Radius @ = ::;_—, also einer

Bahn mit der Exzentrizitst € = O. Im zweiten Beispiel, einer Kollisionsbahn,

bewege sich das ungestsrte Mobil (Mobil 2) auf der Winkelhalbierenden der

2 vz,
' T ] l’. ’
die Exzentrizitat ist hier @ =1 und die grosse Halbachse wie oben 5=7'1- .

y- und der z -Achse zwischen M und dem Punkt (x||5,z)=(0

Nach der Regularisierung ergeben sich als Bahnelemente des Mobils

o . ol, =k A =n = ) 2
Mobil 1 : u4=°(3=‘%—, Ly =Ly =0 Br=f;=0, "32:_(3‘=% ,

(Halbachse E:-A‘: ; Exzentrizitst €=0 ),




_ ~ = = 7 =
gﬁdu=‘o, [3.=-3_-. pz=[33=7;'| {3:4.:0-
{(Halbachse Ee%, Exzentrizitat € =1).

Ferner sei zur Zeit t =0 (x;,g;,z;)=(4,0,0) und E,=0. Nach (90) ist als
Konvergenzfaktor in einer festen Zeile in beiden Beispielen etwa ;a_‘_-g ~ A—;
zu erwarten,

Tafel 3 zeigt die Reihe fur (Ao(,.)q , die reprisentativ ist auch fUr die
andern Strungen, fur das Mobil T ( & = 0 ) . Wegen der Besonderheiten
des Beispiels verschwinden die Koeffizienten der stkularen Stdrung und aller

Sinusglieder, sodass (Au,), eine Reihe der Form

(A oc,)4 = M=Zo 2_ Omncos (mE +nE,)

wird. Die Bezeichnung in Tafel 3 sei an einem Beispiel erkldrt: Im Schnitt-
punkt der Kolonne (3,K) und der Zeile (J,-7) steht das 10940che des
Koeffizienten a; -3 .

Tafel 4 stellt dos entsprechende zu Tafel 3 fur das Mobil 2 ( € = 4)
dar; hier verschwindet von (A«x,), nur der Koeffizient der stkularen Stérung,
weshalb Cosinus~ und Sinusglieder aufgefuhrt sind.

Ein Vergleich der beiden Tafeln bestitigt, soweit sich das aus dem Zahlen-

material ersehen ldsst, die theoretischen Erwartungen.




0- 0

0- L=
0- L

0- L

68
o

(MX6) (N7'8) (A'2) (X’9) (A'g) (A'¥)

0
0 0
l L=
[4 8-
9= Sl-
oL- Sy
8l 1£
144 SLL-
0e- ell-
A a4\
8¢ 8/
4 86~
Gl- 6l-
A oc
14 L=
0- £-

0

spam - 13 amisipinbe g

990 - 3 ojupysipinbr  op

0 0- (z1 )
0 0- 0- (1 n
0 0- 0~ 0 (o1 ’n
0 0- 0~ 0 l (6 )
0 - ( £ 9- (8 n
L- 0 L 8- le- £ 'n
z- | 8- 86~ 8ll (9 n
11 oL oLL- 0zt {44 s N
Z9 gZ1-  0- 0601 ssLz- W)
£l 126~  ssvl o9Ll- w012~ (€ 1)
9ce- GSLl~ 9LV 26402-  §6808 (z n)
[9%-  ¥S5T 662¢~  T8C gyszl- (1 ‘0
z69 1942 GZEO0Z-  8ELET toze- (0 ’r)
:134 688¢- VL€ 6801~ (-
Ge9- 99et- €181 £6/pE- (z-'r)
861~ 010z 1e1z- g1szt- (- )
6£T ZLL- (VA CIR 474> (Al
SL- 191- 11z 8zZ1 (s- M
zz- 4 Z6 Liy- 9-r)
z Zl 8l- 9zZ- =1
z z- L- oA (8~ ')
0- - z £L- (6~ ')
0 L z (ot-'n
0- 0 (1t=r)
0- (z1-'T)

(Xfg) (M'z) (A"1) (x'0)
sOF - Ja< UOA Japa}[O-SsnuisoD)
19shjouy aydsiuounioy 91p Iny Bunjiajuiy sep Hayulag

€ 134dvl

L Igow




69

OI
°|

OI

OI

(X'6)

(X'8)

(x"2)

(X9) (N'G8) (X%}

apiap - L3 asupgsipinbr of
ajiaM - 3 aqunistpinbr o

134vl

NI
N'
14!
61
601~
otL~
1454

66v -
LIyl

0zL-
95¢-
40v
g€l -
9l-

N'
ml

(X'¢)

OI

8c-
Ly-
992
viv
(A A
66vc-
1A Al
Y6001 -
ol
£948
90zZ8 -
Sl9
Y91l
oLz~
oee-
142

oe

ml

.VI

(3% 2)

0 1=

l 1=

y- L

8- €l

8y 8-

€6 £8L-
44N 0071
8601~ €zl
res 1£081~
¥POLL  8SiLY-
SEZPS~-  14492E
P2 %% S AYVA: (o
0 9¥80Z
EELEY -

4800

8s¥ei-

Lt~

(1744

162

yes-

69021

£L-

A

14

L

(31) (370)

60F Jad UOA JBpa] |- SnuisoD)

tasdjpuy eyosiuowsoy aip J4ny Bunjiejuil sep jrayuiay

Z 190w




70

[}
o

1
~N

L}
™

o

]

o
OCIDOOOOOOOOOO

N —

1 ]

(=]
]
o

(M'6) (A'8) (X'2) (A'9)

Vl
OI

-
Gl

ml
14

€l-
tl
ml

OI

(%’g)

Nl
Nl
Gl
ol
0L~
4
201
ostL-
b4
Sl
es

G01-
LE

OOOlI;)I\
]

(M%)

Fl

gl
6v-
8¢
681
0scL-
68,
14480
189~
618~
2611
1St-

(X'¢)

6-
GlL-

evl
164~
L0LL-
£986
£0€e
0/¢s
G016
628y
9001~
L26E
§|
0c9-
48

£l-
L=

0

—.l

Nl

14

8¢
oL-
9le-
¥6L1
€8¢
levgl-
100¢€-
6v981-
6£895-
¥981lZ-
16¥SE~
£€96C-
14247
6LZS
LIEL-
091 -
9€29-
-
I

S

_.|

(q'2) (1)

OI

[4

14

¥e-
6v-
0ce
169
265y -
AU
g8lyL
lvelee
¥00661
0

(M ‘0)

@
(1 r
(ot

(e- 1)

(6=
(o1-n
(=
(Z1-'r)

O - 'R uoa sapaljo-snulg



re
ot
et

(2]

[3]

(4]

(5]

]

[7]

8]
9]

turverzeichnis

P. Kustaanheimo ond E., Stiefel: Perturbation Theory of
Kepler Motion Based on Spinor Algebra, Journai f. reine u. ang.
Math., Band 218, 1965, S, 204 - 219,

P.A. Hansen: Auseinandersetzung einer zweckmissigen Methode
zur Berechnung der absoluten Storungen der kleinen Planeten, Abh, i,
I, 11l - Abh, der K.S. Ges. der Wiss. I, 1V, V, leipzig 1857 - 1861.
M.G. Leveau: Théorie du mouvement de Vesta, Ann. de |'obs.

de Paris, Mémoires, Tome XV, 1880.

M. Réssler: Numerische Erfahrungen bei der Stérungsrechnung in
der Himmelsmech. mit der Methode der Spinor-Regularisierung,
Zeitschrift f.ang. Math. u. Physik, Band 16, 1965, S. 395 - 402,

K. Sundman: Mémoire sur le probleme des 3 corps, acta math,,
36, 1912.

D. Belorizky: Sur la convergence des séries dans la solution du
probleme des 3 corps par M. Sundman, comptes rendus de |'acad.
des sciences, Tome 193, 1931, p. 314 - 316,

E.T. Whittaker: Prinzipien der Stdrungstheorie und aligem. Theorie
der Bahnkurven in dyn. Problemen, Enz. d. math, Wiss.,

Band VI, 2, A, 1912, S. 512 - 556,

J.L. Lagrange: Mémoire de l'acad. de Berlin, 1776,

H. Poincaré: Méthodes nouvelles de lo méc. cél., Tome |,

p. 285 - 334,




Curriculum vitae

Ich wurde am 7, Januar 1940 in Porto (Portugal) geboren. Meine Eltern
kehrten aber bald darauf mit mir in die Schweiz zurick, sodass ich den grbssten
Teil der Jugend in Goldach (Kt. St. Gallen) verbrachte. Nach der Primar- und
Sekundarschule besuchte ich das Realgymnasium der Kantonsschule St. Gallen
und schloss dort im Herbst 1959 mit der B~Matura ab. Anschliessend trat ich
in die Abteilung IX der Eidgendssischen Technischen Hochschule ein und er-
warb hier nach vier Jahren das Diplom Richtung Mathematik, Seither bin ich
Assistent am Institut fur angewandte Mathematik bei Prof. Dr. E. Stiefel,

bei dem ich schon die Diplomarbeit ausgefuhrt habe.




